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Strikte KonvexitS~t fiir Variationsprobleme auf dem 
n-dimensionalen Torus 

Walter  Senn 

A b s t r a c t  

We consider a variational problem with an integrand F : R ~ • R • R n --* t t  that is 
Z-periodic in the first n + 1 variables and satisfies certain growth-conditions. By a recent 
result of Moser, there exist for every a 6 t t  n minimal solutions u : 1% n --4 R minimising 

f F(x, u(z), u,:(x))dx with respect to compactly supported variations of u and such that 
sup lu(x) - ax  I < oo. Given such a minimal solution u we define the average action 

M(a)  = limr--.oo 1 vo-6T~ fB~ F(x, u, ux) dx (where Br is the r-ball around 0 �9 1% n) and show 

that M(~)  is indeed independent of the minimal solution u satisfying sup lu(z)-ax[ < oo. 
We prove that this average action M(a )  is strictly convex in c~. 

1 Ein le i tung  

Es ist ein Var ia t ionsproblem mit  e inem in den ersten n + l  Vaxiabeln periodischen In- 
tegranden F : R "  x R x R ~ ----* R gegeben. Gesucht  sind Funkt ionen u: R ~ ~ R ,  
die Minimal lbsungen des Problems,  die f F(x,  u, ux)dx unter  allen kompakten  Vari- 
ationen yon u minimieren.  
Unter  geeigneten Wachs tumsbedingungen  an F gibt es zu j edem a E R "  Mini- 
malt6sungen u mi t  supl u(x) - ax I <  co (J. Moser, [Mo 1]). Die Menge dieser 
linear beschr~nkten Minimal lbsungen bezeichnen wir mi t  .M% Geometr isch stellt  
der Graph von u 6 .M ~ eine Flgmhe in R ~+a dar,  die zwischen zwei paral lelen Hy- 
perebenen x~+l = a x + c liegt. Aufgrund der Z ~+x-Periodit i ts  von F l ~ s t  sieh 
das Var ia t ionsproblem auf dem (n + 1)-dimensionalen Torus be t rach ten  mi t  Hy- 
perfi/ichen als Lbsungen. 

In der vor l iegenden Arbei t  wird gezeigt,  dass fiir jedes a 6 R "  die Mit te l  M(oe), 
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1 t 
M(a) = lim ~ ]Br F(x, u, u,)dx 

(u E M ", Br Kugel vom Radius r u m  0 E R n, ]Br] ihr Volumen), existieren und un- 
abh~ngig yon u E M ~ sind. Wir bezeichnen M(a) als (minimale) mittlere Wirkung. 

Wie in [Sn] diskutiert wird, sind die Mittel M(a) eine weitere Darstellung der von 
J. Moser in [Mo 2] erws Funktion M~ = l im~0 Me(a). Hierbei stellt M~(a) 
f f r  ~ > 0 das Minimum eines auf [0, 1] T M  definierten, regularisierten Variationsprob- 
lems ist. Moser weist die Konvexits yon Me(a) und durch Grenzfibergang somit von 
M~ nach. Auf dieses regularisierte Variationsproblem und den Zusammenhang 
zwischen den beiden Funktionen M~ und M(a) wird in einer weiteren Arbeit 
eingegangen. 

Unser Hauptresultat ist die strikte Konvexits von M(a). Fiir beliebige Mini- 
mall6sungen u E M~,v  E M z sowiew E M ~2-~- (a ~ ~ E R ~) gilt dieechte 
Ungleichung 

1 /B F(x,w,w~)dx< lim[__~[/B ~ lim ~ T-~o~ r IF(x, u, u~) + F(x, v, v~)] dx. 

Die Definition von M(a) erlaubt es, das mittlere Aktionsfunktional als ,,stabile 
Norm" (mit eingeschrs Definitionsbereich) im Sinne von [Fe] und [Gro] zu 
interpretieren. Hierbei wird die Funktion M(a) als ,,Norm" auf einem Halbraum 
des Homologie-Vektorraumes Hn(T n+l, R) aufgefasst. Die strikte Konvexitgt geht 
fiber in eine strikte Dreiecksungleichung der entsprechenden ,,stabilen Norm". Wir 
gehen ohne Details kurz auf diesen Zusammenhang ein. 

Zuerst wurde die strikte Konvexits im diskreten Modell fiir n = 1 von Mather [Ma] 
nach einer Idee von Aubry bewiesen. Wie auch Moser [Mo 2], Be, vermutet, ist jedoch 
ihr Argument nicht direkt auf den Fall n > 1 fibertragbar. Der vorliegende Beweis 
gelingt nun mit einer geometrischen Konstruktion, die anstelle der eher analytischen 
Moser'schen Funktion M~ = lin%--,oo Me(a) die Darstellung von M~ als Mittel 
lim ~ f F(x, u, u,)dz ausnutzt. Die Beweisidee geht auf jene von Aubry zuriick und 
erweitert diese. 

Die strikte Konvexits von M(a) scheint wesentlich mit der Frage verbunden zu sein, 
ob sich die Theorie yon Aubry und Mather auf hShere Dimensionen verallgemeinern 
l~sst. Man stellt fest, dass fiir den Fall yon Kodimension =~ 1, etwa bei Geod~tischen 
auf kompakten Mannigfaltigkeiten der Dimension > 2, die entsprechende stabile 
Norm keineswegs strikt konvex zu sein braucht. Wir verveisen auf das Hedlund- 
Beispiel in [Ba 2] mit einem zentralsymmetrischen Oktaeder als Normkugel. In 
diesem Beispiel existieren nur endlich viele minimale Geods Insbesondere 
treten keine Bl~tterungen oder Cantor-artige Laminationen der Mannigfaltigkeit 
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durch Geodgtische auf, wie dies ffir minimale Hyperfl/ichen auf dem (n + 1)- 
dimensionalen Torus der Fall ist ([Mo 1]). 
In der vorliegenden Situation yon Flgehen der Kodimension 1, in der eine Verallge- 
meinerung der Aubry-Mather'schen Theorie m6glich ist, erweist sich nun die ,,stabile 
Norm" wieder als strikt konvex. 

Es sei vermerkt, dass die Funktion M(a) verschiedene physikalische Interpretatio- 
nen besitzt: 
In [Ma] entspricht M(a)  der mittleren Wirkung yon Teilehen eines Hamilton- 
Systems mit durchschnittlichem Impuls a. Aus diesem Zusammenhang stammt auch 
unsere Bezeichnung des mittleren Aktionsfunktionals. 
Im Modell yon Aubry [Au] stellt M(a) die mittlere Energie schwingender Atome 
in einem 1-dimensionalen Kristalt dar. a ist dabei der mittlere Atomabstand im 
VerMltnis zum Kristallgitter. Zur Verallgemeinerung dieses diskreten Modells auf 
h6here Dimensionen (stets mit Kodimension 1) vergleiche man ebenso [B1] mit den 
dortigen Referenzen. 

2 D a s  V a r i a t i o n s p r o b l e m  

Das im folgenden dargestellte Variationsproblem stammt von J. Moser, der zugleich 
die Existenz einer speziellen Klasse yon Minimall6sungen nachgewiesen hat [Mo 1]. 
Definitionen und Bezelchnungen sind zum Teil auch aus [Ba 1] fibernommen. 

Die Koordinaten eines Punktes in R 2~+1 seien mit (x, xn+],p) = (5,p) bezeichnet, 
w o x C R  ~,x~+l C R u n d p E R  n. 
Der Integrand des Variationsproblems ist eine Funktion F : R 2~+1 ) R mit den 
folgenden Eigenschaften: 

(i) F = F(~,p) �9 C2'e(Rn+l/z n+l • Rn), 

d.h. F hat Periode 1 in Xl , . . .  ,x ,+l .  

(ii) Legendre-Bedingung: Es gibt "r E (0, 1] so, dass 

I~ ?-< ~ Fp.,j .~ _< ~-' I~ I ~ 
,a,uml 

(iii) Es gibt c > O, so dass 

Ifp.I + IF..l _ ~(1 + Ipl) 
If..I + I~.~l + IF~l _< ~(1 + Ipl ~) 

ffir alle ( E R ". 

Wegen (i) und (ii) ist F bestimmt nach unten beschrgnkt. Es 1/tsst sich ohne Ein- 
schr/tnkung etwa annehmen, dass F > 0. Die Periodizit/tt (i) erlaubt es, yon einem 
Variationsproblem auf dem Torus T n+l zu sprechen. (ii) stellt die fibliche Bedingung 
fiir die Existenz yon Minimall6sungen dar. Die Bedingungen (iii) schliesslich werden 
in die Absch/ttzungen yon Theorem 2.2 eingehen. 
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F f r  f~ C R"  kompakt und u E Wt~o'c2(R"), dem Sobolev-Raum mit  verallgemeinerten 
ersten Ableitungen in L~o~(R=), setzen wir 

I(u, n)  = ~ F(x ,  u, u x ) d T ,  . 

W:;~p(R ") sei der Unterraum aller r E W,~ (R)  mit kompakten Tr/tger. 
Das Integral fn F(x ,  u,u~:) soll nun bez/iglich kompakten Variationen von u mini- 
miert werden: 

Wl'2tfl ~ fl C R ~ Gebiet, heisst M i n i m a l l S s u n g  Def in i t i on  Eine Funktion u E toc ~ J, 
des Variationsproblems (kurz: u ist minimal), wenn ffir alle r E W)o2mp(f~) 

I(u q- r suppr > l (u,  suppr 

Die MinimallSsungen u erben die Regularit//t des Integranden F:  Falls F E 
C2"(R2~+'), dann ist auch u E C~"(R~). ([Mo 1], Kor. 3.2) 

Jede MinimallSsung u ist auch ex t re rna l ,  d.h. erf/illt die E u l e r g l e i e h u n g  

V = I  

Die Eulergleichung 1Esst sich als elliptische partielle Differentialgleichung ffir u 
deuten (vgl. [Mo 1], chapt. 4). Eine MinimallSsung u erfiillt deshalb das folgende 
Maximumprinzip: 

L e m m a  2.1 Seien u,v  E Wtlo'~(fl) minimal im Gebiet ~ C R ~. 
Falls u < v, ist entweder u = v oder u < v. 

Nicht jede Extremale ist minimal unter kompakten Variationen. Mithilfe des Maxi- 
mumprinzips 1/s sich jedoch zeigen, dass jede in einem Extremalenfeld eingebettete 
Extremale minimal ist. 

Aufgrund der Periodizit~t yon F sind mit u ebenfalls die Translate T-gu(z) - u(x  - 
k) + kn+a, k = (k, k,+a) E Z "+a , MinimallSsungen. Die Projektionen der Graphen 
aller dieser T-~u auf den Torus T "+1 = R"+a/Z  "+1 stimmen fiberein. Dies ffihrt zur 

De f in i t i on  Die Minimall6sung u heisst s e l b s t s e h n i t t f r e i  (auf dem Torus T"+I) ,  
wenn das T-Orbit  yon u total geordnet ist, d.h. wenn ffir alle k E Z n+l entweder 
T~t < u, T~u = u oder T ~ u > u g i l t .  

Eine Minimall6sung u heisst (mit a)  l inea r  beschr~inkt ,  wenn sup l u(x) - 
a x l < o r  f f i r e i n a E R  n .  
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Das vorliegende Variationsproblem stellt eine Verallgemeinerung des Problems mit 
1]p 2 dem Dirichletintegranden F(p) = ~ dar. Die Eulergleichung reduziert sich in 

diesem Falle auf ~,u = 0, so dass die harmonischen Funktionen die Extremalen 
und wegen der Translationsinvarianz gems obiger Bemerkung sogar die Minimalen 
darstellen. Der Satz von Liouville fiber harmonisehe Funktionen besagt dann, dass 
eine linear beschrs MinimallSsung affin und insbesondere selbstschnittfrei ist. 
Auch die Umkehrung hiervon ist richtig. Es l~sst sich mit Hilfe der Denjoy-Theorie 
yon Kreishom6omorphismen ganz allgemein zeigen, dass eine selbstsehnittfreie Mi- 
nimall6sung u stets mit einem gewissen a linear beschrs sein muss. Motiviert 
yon dieser Theorie heisst a R o t a t i o n s v e k t o r  von u. Ffir selbstschnittfreie u gilt 
dann: 

- 5 - k > O ~ T ~ u > u  bzw. ~ k < 0 = = ~ T F a < u  (2) 
(~  ~ (--O/, 1) e R n + l ) ,  

wogegen jedoch Nk  = 0 i.a. nicht Tgu = u impliziert. (Vgl. auch [Ba 1], Lemma 4.1) 

Grundlegend ffir die Theorie ist nun die yon J.Moser [Mo 1] gezeigte gleichmiissige 
lineare Beschrgnktheit aller L5sungen mit Rotationsvektor aus einem Kompaktum. 

Defini t ion Die Menge aller selbstschnittfreien MinimM15sungen zum Rotationsvek- 
tor a 6 R  n bezeichnen wir mit A/[~. Ffir A C R ~ sei M A  = UaeAM~.  

T h e o r e m  2.2 Zu A C R n kompakt ezistieren Ko, Ka > O, so dass fiir alle u 6 .MA 
gilt: 

I ~ ( z )  - u(0)  - . ~  I_< K0 (3) 

i~Ic, _< ; ; 1 ,  (4) 

wobei 1. ]c, die HSlder-Norm darstellt. Insbesondere ist [u~] gleichms beschrs 
und somit u 6 .MA gleichm~.ssig Lipschitz-stetig. Die Abschs (4) folgt mit 
(i) - (iii) allein aus der gleichms linearen Beschrgnktheit (3), ohne die Selb- 
stschnittfreiheit zu benfitzen. (Vgl. den Beweis von Theorem (3.1), [Mo 1]) 

Unter der C1-Topologie  auf AriA verstehen wit die Topologie der gleichms 
Konvergenz von Funktion samt 1. Ableitung auf allen kompakten Teilmengen von 
R n " 

Aus dem Theorem beweist man folgenden Kompaktheitssatz: 

Koro l la r  2.3 Sei A C R ~ kompakt. Jede Folge ui 6 .MA, fiir die [ ui(O) [ beschrh'nkt 
ist, besitzt eine Cl-konvergente Teilfolge. 
Die Funktion a = a(u) ist zusiitzlich stetig in der C o- und somit auch in der C 1- 
Topologie. 
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Man fiberlegt sich leicht, dass die Grenzfunktion wieder minimal und nach dem 
Maximumprinzip auch selbstschnittfrei ist. 

Wir wenden uns der Existenz von selbstschnittfreien Minimall6sungen zu. 
Fiir a E Q~ setzen wir 

,/t4P~" - {u MinimallSsung ] T~u = u ffir alle k E Z n+l mit ~k  = 0}. 

Es l~,sst sich aus dem Maximumprinzips und der Periodizit/it schliessen, dass 
.A4~ ~ total geordnet ist. Insbesondere ist ein periodisches u selbstschnittfrei, so- 
dass Mw~ C M~,. 
Mit der direkten Methode der Variationsrechnung wird nun gezeigt ([Mo 1], Theo- 
rem (5.1)): 

T h e o r e m  2.4 Falls a E Q~, so ist M ~  ~r r O. 

Aus dem Theorem folgert man mit der Kompaktheitseigenschaff (Kor. 2.3) durch 
Approximation eines beliebigen a E R ~ mit rationalen ai sofort, dass auch fiir dieses 
a M~, ~ 0 sein muss. 

3 D i e  m i t t l e r e  W i r k u n g  

Wir wollen zeigen, dass fiir jedes m i t a  linear beschr~nkte u der Grenzwert 
M ( a )  = lin~_oo ~ fB~ F(x,  u ,u , )  dx existiert und unabhhngig vom gew~hlten u 
ist, also allein eine Funktion von a darstellt. Dieses gemittelte Variationsintegral 
M ( a )  erweist sich als Grenzfunktion einer von J. Moser definierten Funktion M~(a) 
fiir r ~ 0.[Mo 2, chapt. 8] M~(a) stellt dabei das Minimum eines auf [0, 1] 4+1 
definierten Variationsproblems dar. Die Darstellung des genauen Zusammenhangs 
ist in einer sp~teren Publikation geplant. 

Um s~-ntliche, mit gleichem a linear beschrs Minimall6sungen miteinander 
vergleichen zu kSnnen, benStigen wir die folgende, leicht verallgemeinerte Konstruk- 
tion aus [Ba 1, (6.8)]. 

L e m m a  3.1 Seien u ,v  : R ~ ~ R Lipschitz mit L ,  I v - u [  < K fiir ein K > 0 und 
D C R ~ konvex. Dann gibt es w : R n ~ R mit 

(a) w ist Lipschitz mit Konstante 2L + 1 

(b) WIR.\D - ulR.\o 
(c) w[or -- vloK fiir DK -- {x E DI dist(x,OD) > K }  C D 

(d) vol.{z e Dlw(z) # v(z)} _< Kvol ,_ ,OD 
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Beweis . 
Falls DK = [~, so ist das Lemma ff r  w = u erfiillt. Sei also OK 9 ~ 0. 
Wir legen w : R"  ~ R auf D/< dureh WIDK -~ v lest. Daraus folgen unm i t t e l ba r  die 
Aussagen (c) und  (d). 
Ausserhalb von DK soll w wie folgt definiert werden: 
Zu jedem x0 E ODK und jeder Sti~tzhyperebene an DK mit  Berf ihrungspunkt  x0 und  
Einhei tsnormalenvektor  N E S ~-1 sei xt = x,(xo, N)  "- Xo + t N  fiir t > 0. Weiter  
seien Funkt ionen  w • : R ~ \ DK --* R definiert durch w&(x,) "-- V(Xo) 5= (L + t )  t .  Die 
gesuchte Funkt ion  w wird n u n  ausserhalb yon D~- als mit t lere der drei Funk t ionen  
u ,w  + und  w-  festgelegt: 

W]R,~\o ~ - max(min(u ,  w+), w - ) .  

Man fiberprSft leicht, dass fiir t > ]V(Xo) - u(xo)] stets w-(x t )  <_ u(xt) _< w+(x,) 
ist und deshalb wegen ]V(Xo) - U(Xo)[ <_ K wirklich wlRn\D =- ulR,~\n gilt. U m  

die Lipschitz-Stetigkeit yon w nachzuweisen, fiberzeugt man  sich, dass w + und  w -  
wegen der Konvexits  von DK Lipschitz mi t  Kons tan te  L + 1 sind und  es somit auch 
u als mit t lere  dreier solcher Funkt ionen  sein muss. 

[] 

D e f i n i t i o n  Fiir  a E R"  , K > 0 sei 

Jr4 ~ - {u minimal  ]sup lu(x) - u(O) - axI < ~ }  

M ~,~ - {~ e M~llu(:~) - ~(o) - ,=1 -< K} c M o 

Aufgrund von Theorem 2.2 ist A4~ C A d  ~ . Es ist zur  Zeit eine offene Frage, ob 
nicht sogar M ~  = M ~ gilt, d.h. ob nicht aus der l inearen Beschr~nkthei t  einer 
MinimallSsung ihre Selbstschnittfreiheit  folgt. 

Wir verwenden fiir das Weitere die Abkiirzung 

1 f F ( x , u , u ~ ) d x =  1 M ( u, a)  - -~[ ~-~ I ( u, 12) 

1,2 n R n fiir u C Wto c ( R ) ,  12 C messbar  und  beschrs und  mit  1121 =" vol, f~. 

Aus dem obigen geometrischen Lemma 1/i.sst sich die im folgenden mehrmals  be- 
nutz te  Aussage herleiten: 

L e m m a  3.2 Sei A C R ~ kompakt, K > O. Fiir alle ~ > 0 gibt es 5 > O, so dass 
fiir jedes konveze D C R ~ mit vot._lOD < 5 und fiir alle u ,v  E A4 ~'K , a  E A ,  gilt: 

v o l n D  - -  

IM(u,D)  - M(v,D)] < e,  

B e m e r k u n g  Gem/i~s Theorem 2.2 kann K > 0 so gew/ihlt werden, dass .M '~'K _D 
M ~  ffir alle a E A ,  A C R ~ kompakt .  
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Beweis . 
Entsprechend der Bemerkung nach Theorem 2.2 sind alle u E .A4 "'u , ~ E A,  Lips- 
chitz mit gemeinsamer Konstante K1 > 0. 
Es l~s t  sich deshalb g e m , s  Lemma 3.1 zu u,v 6 .A4 '~'K ein w : R"  --* R mit den 
Eigenschaften (a) - (d) konstruieren. 
Wegen lu~l, lv~I _< K1 und der Periodizits yon F i s t  ebenso F(x,u,u:~) und 
F(x , v ,  v~) gleichm~sig beschr~nkt. Aufgrund von (d) gibt es deshalb eine Kon- 
s tante/(2 unabh~ngig yon D mit 

II(w, D) - I(v,  D)I <_ K2vol,~_,OD. 

Wegen der Minimalit/it von u gilt zudem 

Zusammen ergibt sich 

I(w,  D) - I(u,  D) > O. 

I(v, D) - I(u,  D) > -K2vol~_lOD. 

Vertauschen yon u und v vor der Anwendung yon Lemma 3.1 liefert die Relation in 
umgekehrter Richtung und somit 

II(v, D) - I(u,  D)I < K2vol~_lCgD. 

Nach Division mit vol~D folgt nun ffir ~ = ~ die Behauptung. 

Ffir das n/~chste Lemma benfitzen wir die vorl~ufige Bezeichnung 

M(u)  - h m m f  F ( x , u , u ~ ) d x  = l i m i n f M ( u , B ~ )  , 

wobei u 6 2,4 ~ ffir ein a 6 R" und BQ = {x E R"Ilxl < ~} ist. 

[] 

L e m m a  3.3 Seien c~ 6 R " ,  u E .M ~' beliebig. Zu ~ > 0 gibt es R > O, so dass fiir 
alle ~ > R gilt: 

[M(u, BQ) - M(u)[ _< e. 

Beweis. 
Nach Lemma 3.2 gibt es zu e > 0 ein r 6 N so, dass auf W - [0, r]" fiir alle 
horizontalen Translate Trku(x) - u(x - rk ) ,  k 6 Z" ,  gilt: 

$ 
IM(T, ku, W )  - M(u ,  W) I _< 4" (5) 

Wit  wollen zeigen, dass M(u,  B~) auf ]edem genfigend grossen Ball BQ hSchstens um 
*- yon M(u,  W )  abweichen kann. Hierzu pflastern wit B~ mit Translaten T~kW - 2 
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W - r k  (k  (7_ Z ~ ) v o n  W a u s .  

Ffir 0 _> r sei 

9e "- U T, kW 
kEJo 

mit Je = {k E Z"IT,-kW rl B e r 0}. 

Die Wiirfel T~kW fiberdecken bis auf R/~nder/)e einfach, so dass 

1 
M(u, Bo) = ~ ~'~ M(u,T~W). 

kE.I 

Da M(u, Be) zwischen dem kleinsten und gr6ssten der Summanden rechterhand 
liegt, folgt mit  M(u, T~kW) = M(T~ku, W) aus (5) 

IM(u, b~) - M(u, W) l < -~ . (6) 

Andererseits gewinnt man aus der gleichm~ssigen Beschrgnktheit 0 < F(x. u, u.) < 
K3 (Theorem 2.2 mit anschliessender Bemerkung) die Absch~tzung 

M(u.[3e) - KzIB~eBo] < M(u,Be) " M(u.~e) + [(3,I~ \,B~,BQI ffir alle Lo > 0. 

(7) 
Wegen Be+~v ~ D / ~  D B e gibt es sicher ein R > r mit  

A%I/~e_~B~I < e f f i r a l l e e > R "  
l'01 - 4 

Aus(6) ~nd (7) folgt d~n~ f~r 0 > R: 

5 
]M(u, Bo) - M(u, W) l <_ -~ . 

Es muss deshalb auch fiir M(u) = liminfe~oo M(u, Be) 

6 

IM(u) - M(u, W) l _< 

gelten, was zusammen IM(u, Be) - M(u) ]  < 6 ergibt. 

D 

Aus dem Lemma folgt nun unmit te lbar ,  class fiir jedes u E A4 ~ der Grenzwert 
tirn~oo M(u, B~) existiert und mit dem Funktion~l M(u) fibereinstimmt. Lemma 
3.2 besagt, dass dieses sogar unabhs vom gew~hlten u E A~ ~ ist und nur vom 
Rotationsvektors a E R"  abhhngt. 
Es ist somit gezeigt: 
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Sa tz  3.4 und Def in i t ion  Far  a E R ~ , u E ./t4 ~" existiert 

und ist unabhiingi 9 yon u E .M ~ �9 

Wir bezeichnen die Funktion M(a)  = M(u)  im Sinne der Hamilton'schen Mechanik 
als (minimale) m i t t l e r e  W i r k u n g .  Man vergleiche dazu auch den Begriff der aver- 
age action [Ma] im diskreten, eindimensionalen Fall. In dieser begriffiichen Analogie 
zur Hamilton'schen Mechanik entspricht dem Vektor a ein mittlerer Impuls. 

B e m e r k u n g  Lemma 3.3 l/last sich mit analogem Beweis leicht verallgemeinern: 
Gegeben u E A4% Zu e > 0 gibt es g > 0, so dass ffir alle kompakten (nicht 
notwendig konvexen)D C R = mit ~o~._,0o < ~ die Ungleichung IM(u, D ) - M ( u ) I  < 

v o l n D  - -  

r erfi~llt ist. Mit obigern Satz folgt: 
Ffir jede Folge kompakter Mengen Oi C R n mit l imi~r  ~ot,_~oD~ = 0 und far jedes 

v o l n D i  

u E .M ~ gilt gleichmgssi9 

M(a)  = l im  ~--~il f ~  , F ( x , u , u ~ ) d x .  

Die folgende Aussage wlrd im Beweis der strikten Konvexit~t von M ( a )  verwendet. 
Man fiberzeugt sich von ihr leicht mithilfe obiger Bemerkung und dutch Gegenan- 
n a h m e .  

F o l g e r u n g  3.5 Ist u E .M ~ periodisch bezfiglich einer Untergruppe F von Z TM, 
d.h. T~-u = u ffir k q F ,  und ist W C R" ein Fundamentalbereich yon R=/F  mit 
F = ~r~+1(7), so gilt 

1 fB F(x, u, u~) dx.  M ( a )  = l i m  [Br N W I rnw 

Ist a insbesondere rational, u E A4 p~ und W~ C R" ein Fundamentalbereich von - - a  

R"/P~  mit r= = { k e  z - I ~ k  ~ z } , ~ o g i l t  M ( a ) =  i-~Mfw o l  F ( x , u , u ~ ) d x .  

Schliesslich zeigen wir die Stetigkeit von M(a) .  Wegen jener von a(u) (Kor. 2.3) ist 
dann auch das Funktional M(u)  = M(a(u ) )  stetig. 

L e m m a  3.6 Die Funktion M ( a )  ist stetig. 

Beweis.  
Sei a i E R = eine gegen a E R," konvergente Folge. Zu jedem a '  wLhle man 
u; e M~ (# 0). Aufgrund des Kompaktheitssatzes und der Stetigkeit yon a(u) 
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konvergiert eine Teilfolge u i gegen ein u E A4o. 
Gem/s Lemma 3.2 und der dortigen Bemerkung konvergieren die entsprechenden 
Mittel M(u ~, Bj) J---q-~ M(u ~) gleichm~sig in i. (D.h. ~'~ > 0 3j0 E N ,  so dass 
Vj > j0 Vi E N gilt: ]M(u', Bj) - M(u') ] < ~ .) 
Es lassen sich somit die Grenzfiberg~nge in i und j vertauschen, so dass 
lim,~oo M(u') = limj_~oo M(u, Bj) = M(u).  Nach Satz 3.4 ist aber M(u') = M(a') 
und M(u) = M(a),  also limM(c~') = M((~). 

4 Hauptresul tat  

4.1 S t r i k t e  K o n v e x i t / i t  

J. Moser hat in [Mo 2] die Konvexit/it der dort definierten Funktion M'(a) 
nachgewiesen. Da sich zeigen 1/isst, dass M~(a) fiir ~ -* 0 in M(a) iibergeht (vgl. 
[Sn]), ist auch M(a) konvex. Der Beweis der strikten Konvexit~t gelingt hingegen 

1 F(x, u, u~) dx. mithilfe der Darstellung yon M(c~) als lim~_~oo ~-~ fsr 

Es ist instruktiv, den Spezialfall eines allein yon p abhs Integranden F = F(p) 
zu betrachten. Fiir ein solches F erffllen die affinen Funktionen u(x) = c~x + c die 
Eulergleichung (1). Weil jede dieser affinen LSsungen zur extremalen B1/~tterung 
{(x, ax + c)} geh6rt, sind sie sogar minimal. Die mittlere Wirkung nimmt f/Jr eine 
solche affine Funktion offensichtlich die Gestalt M(c~) - F(a)  an. Die linke Unglei- 
chung der Legendre-nedingung (ii) besagt aber, dass F(tr) und somit auch U((~) 
strikt konvex ist. 

Um die Behauptung f/it beliebiges F mit (i) - (iii) nachzuweisen, zeigen wit im 
n/ichsten Kapitel die folgende gleichms Konvexits auf Qn : 

The o r e m 4.1 Es seien A, B C R ~ disjunkt und kompakt. Dann existiert e = 
~(A,B) > O, so dass 

fiir alle c~ E A M Q", fl E B n Qn. 

Durch Approximation beliebiger tr ~ f~ E R n mit rationalen (~,jS~ folgt mit der 
Stetigkeit yon M(~) 

i ( - ~ )  < ~ (M( , )  + M(~)).  (8) 

Ffir beliebige Minimall6sungen u E A4~,v E A4~,w E A4 ~2-~ und a ~ fl gilt also 

1 . 1 1 
-~(F(x,u,u~) F(x,v,  vx))dx. 
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Es ist bekannt, dass Gleichung (8) die strikte Konvexit/it zur Folge hat: 

Koro l l a r  4.2 M(a)  ist strikt konvex, d.h. fiir a ~ ~ E R ~ und ~ E (0, 1) gilt 

M(Aa + (1 - A)fl) < AM(a) + (1 - A) M ( ~ ) .  

4 .2  S t a b i l e  N o r m  

Es soil kurz anf den Zusammenhang zwischen M(a) und der stabilen Norm im Sinne 
yon [Gro], 4.15-4.19, eingegangen werden. 
Hierzu definieren wir M ( - a ,  1) - M(a) und setzen M R+-homogen auf R n x R + 
fort, d.h. 

M(~) - a ,+,M( ~ ) ffir ~ = (a, an+l) E R n • R +. (9) 
an+l 

Aus der definier.ten Homogenit~t ergibt sich mit der Stetigkeit von M auch jene yon 
M. Die strikte Konvexit/~t yon M(a) fibersetzt sich in eine strikte Dreiecksungleich- 
ung auf R ~ x R+: 

Koro l l a r  4.3 Fiir linear unabh~ngige ~, b E R '~ x R + gilt 

"M(-d + b) < -M(5) + M(b). 

Zum Beweis wird die Funktion M gem/iss Definition durch M ausgedrfickt und 
Korollar 4.2 angewandt. 

M besitzt somit auf dem offenen Halbraum die Eigenschaften einer Norm: 

M(~) > 0 , ~ ' E R  n x R  + 

M(,X~) = ~M(~), ~ E R + 

M ( ~ + b )  < M ( ~ ) + M ( b ) ,  ~ , b E R  " x R  + lin. unabh. 

Weiter ist die Konstruktion M ( ( - a ,  1)) = lira ~ fsr F( z, u, u, ) dz ( u E M ~' ) ana- 
log zu jener der stabilen Norm, wie sie konkret in [Ba 2], chapt. 2, fiir Geod~tische 
auf kompakten Mannigfaltigkeiten angegeben wird. Dieser allgemeine Zugang ls 
sich auch hier durchffihren. 
Anstelle der Dichtefunktion eines n-dimensionalen Volumenelements tritt im Falle 
unseres Variationsproblems der allgemeinere Integrand F(x,u,  ux). Der Graph 
(x,u(z))  einer periodischen MinimallSsung stellt einen geschlossenen n-Zykel auf 
T ~+' dar und entspricht deshalb in natfirlicher Weise einer Homologieklasse aus 
H,(T=+' ,Z) .  Integration fiber den Zykel liefert den Wert der ,,stabilen Norm" 
auf dieser Homologieklasse. Durch R+-homogene Fortsetzung analog zu (9) erh/ilt 
man die ,,stabile Norm" auf einem offenen Halbraum des Homologie-Vektorraumes 
H,(T"+I ,  R). 
Weitere Ausffihrungen hierzu finden sich in [Sn]. 
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Abbildung 1: Die strikt konvexe Einheitskugel N = {~ E R" • R + I~'f(~) = 1 } 
liegt geschnitten mit der Ebene E und nahe der Singularit~it 0 E R T M  zwischen den 
Parabeln 7-iA 2 < 7~ ~. 

B e m e r k u n g  .~-7 ist nicht stetig auf den abgeschlossenen Halbraum R ~ x (R+U{0}) 
fortsetzbar. 
Einerseits ist wegen der Homogenits yon 3-7 lim~_0~-1((0, A)) = 
lim~_o A.-~((0, 1)) -- 0. 
Andererseits gilt wegen der Absch~tzung 7[p] 2 - C <_ F(-Y,p) < 7-~lp] 2 + C 
(7 E (0,1],C > 0) ffir A = ]Pl ~ 0 and la I = 1 asymptotisch ~ >__ 

.U((-~, ~)) = ~M(~) >_ ].  Insb~so~ar ist lim~_o ~-7((-~, ~)) = ~ f ~  
alle 0 # a E R" .  

Abbildung 1 stellt einen Schnitt der ,Einheitskugel" N = {~ E R" x 
R + [M(~) = 1 } mit einer beliebigen 2-dimensionalen, die Achse e.+l en- 
thaltenden Ebene E C R ~+1 dar. Nach Korollar 4.3 ist N ein strikt konvexer 
KSrper in R ~ x R+; der jedoch nicht notwendig rotationssymmetrisch um e,+l 
sein muss. Die obigen OrSssenabsch/itzungen beschreiben das Verhalten yon 
N um 0: 
Wegen 7 -a > M(( -Aa , .~  2) _> 7 (A ~ 0, Ic~I = 1) liegt (z,x.+a) E N N E  
in der Umgebung von 0 E R "+1 zwischen zwei Parabeln 7-aA 2 _> x.+l _> 3'~ ~ �9 
(Abb. 1) 

5 B e w e i s  d e s  T h e o r e m s  

5.1 Beweis idee  

\Vir beschr~inken uns ffir die Darstel]ung der Beweisidee auf den Fall n = 2. 

Zu a E A M Q 2  fl E B • Q2 ( A , B  C R 2 die vorgegebenen Mengen) w~hlen wir 
, per AAPer u E .~4o und v E ""Z ' Wegen ~ # /3 und der linearen Beschr~inktheit fiegt 

die Menge {z E R2iu(x)  = v(x)} # 0 zwischen zwd parallelen Ceraden. Zur 
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Vereinfachung wollen wir annehmen, dass diese Schnittmengen aus einer regul/~ren 
Kurve g besteht. (Vgl. Abb. 2. S~mtliche Funktionen sind zur [Ibersichtlichkeit 
stiickweise linear dargestellt.) 
Aufgrund ihrer Periodizit~t besitzen u und v einen gemeinsamen Periodizit~tsbe- 
reich W0 C R 2, der etwa an die Schnittkurve g grenzt. Wir denken uns den R 2 mit 
Translaten yon W0 einfach fiberdeckt. W1 sei jenes an Wo grenzende Translat, das 
auf der andern Seite yon g liegt. Setzen wir Ft - Wo kJ W1, so ist mit Wound  W1 
auch fl ein Periodizit~tsbereich yon u und v. Gem/~ss Folgerung 3.5 gilt dann 

1 ~ 1 ~F(x,v,v~)dx " M(a) = -~[ F(x, u,u~) dx, M(~) = -~] 

Wir definieren nun auf ~ die Funktion t5 durch ff~]wo - ulwo, tb]w1 - v]w1 und 
setzen ~b periodisch zu t~ : R 2 --~ R fort. Da auf diese Weise @ mit ~ linear 
beschr/inkt ist und - wie wir anschliessend begrfinden - @ nicht minimal sein kann, 
gilt 

M ( - ~ )  < ~[ ~ F(x,~v, tb~:)dx. 

Da Wound W1 Periodizit/~tsbereiche von u und v sind, gilt 

1 

womit i(~2--~) < �89 + i ( ~ ) )  folgt. 

Es kann nun @ deshalb nicht minimal sein, weil nach der vereinfachenden Annahme 
einer einzigen Schnittkurve sofort @Itl = max(uin, vln) oder w[a = min(uin, via) 
folgte und so die Minimalit/s yon tSia dem Maximumprinzip 2.1 widersprechen 
wfirde. 

Soweit ist abet noch nicht die gleichrn~ssig-strikte Konvexit/it auf A M Q~, B N Q2 
nachgewiesen: 
Da sich ft~ F(x,~v, ffJ~)dx nach dem Maximumprinzip lediglich an der Schnittge- 
raden g (um einen festen Betrag) verkleinern 1/isst und der Periodiziot/~tsbereich 

= W0 U W1 ffir a E A f3 Q2, fl E B M Q~ beliebig gross sein kann, wird die obige 
Ungleichung .~I.I(@, ft) < ~ (~lI(U, ~) + ~lI(v, ft)) nicht gleichm~ssig-strikt sein. 

�9 I I ~ l  

Dies l~sst sich vermeiden, indem man die ,Treppenfunktion" @ statt nut einer be- 
liebig grossen Treppe fiber dem jeweiligen Periodizit~tsbereich f~ dutch eine feinere 
,Treppenfunktion" w ersetzt, deren TreppenhShen ffir alle a E AM q2, fl E B M Q2 
gleichm~ssig beschr~nkt sind. Diese aus u und v fiber dem Periodizit~tsbereich 
konstruierte und wiederum periodisch fortgesetzte Funktion w wird die gleichen obi- 
gen Beziehungen wie t5 erffillen. I(w, ~) l~sst sich jetzt  aber (gleichm~sig) an jeder 
der vielen Treppen und deshalb proportional zu [~[ verkleinern, was nach Division 
mit 1~[ die gleichm~sig-strikte Ungleichung liefert. (Abb. 2) 
Die MSglichkeit einer solchen Konstruktion stfitzt sich auf die gleichm~sige lineare 
Beschr~nktheit-aller u 6 .MA, v 6 . M s .  
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Abbildung 2: Wegen der Periodizit/it von F lassen sich Teile der Graphen von u 
und v um ganzzahlige Vektoren verschieben, ohne das Variationsintegral fiber diese 
zu vergndern. So wird u und v fiber den Periodizit/itsbereichen 14/0 bzw. W'I in gle- 
ichmgssig beschrs Streifen zerlegt, zu einer Treppenfunktion zusammengeffigt 
und periodisch zu w mit gemitteltem Rotationsvektor fortgesetzt. Das Variationsin- 
tegral fiber w lgsst sich nun an jeder Kante zweier solcher aneinandergeffigten 
Streifen verkleinern. 

5.2 Gleichm~issige Verkleinerung 

Als Erstes formulieren wir das Maximumprinzip zu unserem Zwecke um. 

Ffir eine offene Menge f/C_ R ~ und u E lYtlo~(a) setzen wir 

D(u, ft) - sup{I(u, f~) - I(u + r a)  l r �9 WOo~,(a ) } >_ 0. 

D(u,f't) besagt, um wieviel das Integral fn F ( x , u , u ~ ) d z  dutch kompakte Varia- 
tionen yon u verkleinert werden kann. Es ist D(u, ft) = 0 genau dann, wenn ulf~ 
minimal ist, sonst D(u, ft) > O. 
Aus Lemma 2.1 folgt: 

1,2 L e m m a  5.1 Falls u 7 ~ v �9 Wlo c (f~) minimal im Gebiet fl C R n sind und u(x) = 
v(z) ./'fir ein z �9 ft, dann ist 

D(max(u, v), a)  > 0 und D(min(u, v), a )  > 0. 

Die folgende Verschgrfung beruht auf der gleichmgssigen Beschrgnktheit yon ] u ( x ) -  
~x Iund I~1 ffir alle u E MA = UoeaM~ (A C R" kompakt). 

L e m m a  5.2 Seien A , B  C R ~ kompakt und disjunkt. Es gibt r, 5 > 0 so, dass fiir 
alle u E Aria, v E .MB sowie fiir alle x E R n mit u(x) = v(x) gilt 

D(max (u , v ) ,B , ( x ) )  > 6 und D(min(u ,v ) ,Br (x ) )  > ,5. 
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Beweis . 
Wir ffihren den Beweis durch Gegenannahme: Es existiere zu jedem i E N Funk- 
tionen ui E M A ,  vi E M B  sowie xi E R = mit ui(xl) = vi(xi) und so, dass etwa 
D(max(ui,  vi), Bi(xi))  < 

- -3"  

Man w/ihle zu i E N ki = (ki, ki,,+l) E Z ~+1 so , dass Yi - x l - k i  E [0,1) ~ 
und T~u~(0), T-~,v~(O) beschrgnkt sind. Ohne Einschrgnkung kann nach dem Kom- 
paktheitssatz (Korollar 2.3) lim T~ui  = Uo, limTi, vi = Vo fiir uo E M A ,  Vo E . M s  
(insbesondere also Uo # Vo) angenommen werden. Uo und Vo stimmen in jedem 
H/tufungspunkt von Yi, etwa Yo, iiberein. Aufgrund der Z~+l-Periodizit~it yon F i s t  
dann 

lirn D(max(T~, ul, TL v,), Bi(y,)  ) = O. 

max(T~,u~, TLvl ) ist gemgss Theorem 2.2 Lipschitz-stetig mit gemeinsamer Kon- 
stante ffir alle i. Es ist damit leicht zu zeigen, dass max(T~ui ,T~ ,v i )  zusammen mit 
der 1.Ableitung fast fiberall gegen max(u0, v0) konvergiert. Mit [Ba 1], Lemma (6.5), 
vertauscht sich somit der Grenzprozess in obiger Formel zu 

D(max(u0, Vo), B,(yo) ) = 0, r > 0 beliebig. 

Dies steht wegen uo # vo und uo(yo) = vo(yo) im Widerspruch zu Lemma 5.1. 

[] 

5 . 3  K o n s t r u k t i o n  y o n  w 

Es seien disjunkte und kompakte Mengen A, B C R ~ vorgegeben, r ,  6 seien die zu 
A und B gehSrenden Konstanten aus Lemma 5.2. Weiter sei K1 das nach Theorem 
2.2 existierende Supremum sup { ]w~l ]w E .MA U.MB, x E R" ). Schliesslieh w~hle 
man beliebige a E A f3 Qn, fl E B fl Q~ sowie u ~ a/Iv*, v E AAv~r - - - r  , d V L ~  . 

Fiir 7 E R"  setzen wir L--~ - { (x, 7 x) I x E R" ) C R "+1. Nach Theorem 2.2 gibt es 
dann Ko = Ko(A ,  B) > 0, so dass graph u und graph v zwischen zwei zu Lo bzw. 
L~ parallelen Hyperebenen mit vertikalem Abstand Ko liegen. 
Wit  konstruieren nun w = u * v abwechlungsweise aus vertik&len Translaten von u 
und v um ein festes K E N .  Die Konstante K sei so gewghlt, dass K >_ Ko + 2rK1 
ist. Es sei dann Si - { x ~ R "  [ i g  < v (x )  - u(x)  <_ (i + 1)K }. Auf Si (i E Z) 
definieren wir zungchst ,Treppenfunktionen" w _<~v, die wir sp~iter periodisch zu w 

mit Rotationsvektor ~ zusammensetzen. (Abb. 4) 
2 

Die Funktionen w, ~ E 1,2 Wso c ( R )  seien festgelegt durch 

~o lS2i - v - i K  , wiS2i - u + i K  

~o IS2i-1 - u + i K  , wlS2i_, "- v - i K  . 
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Wie man leicht fiberprfift, wird damit  

w l S ~ , - , U S 2 i = m a x { u + i K ,  v - i K } ,  ~ v i S 2 i U S 2 i + l = m i n { u + ( i + l ) K , v - i K }  

w[S2i-1 U S2i = rain{ u + iK ,  v - i K  } ,  wlS2i U S~+, = max{ u + iK ,  v - (i + 1 ) / / } .  (10) 

Wir setzen T~ ---' S~_, M S~ C R = �9 Aufgrund der Darstellung T~ = { x E R ~ I u( z )  + 
v i i  = v(x)  - u K  } wird ,nit (10) 

~ z ( T ~ ) = w ( T ~ )  f f i r a l l e v E Z  . 

Die Wahl yon K > Ko + 2r K1 gewS~hrleistet, dass 

dist(T~, T~+,) > 2r fSr alle u E Z . (11) 

Wegen der linearen Beschr/inktheit von u und v gilt ausserdem: 

dist(To, ~r,+l(L~ N L~)) ist beschr~nkt . (12) 

Im folgenden wollen wit zeigen, dass ~v und w periodisch sind und ihre Graphen 

tats/ichlich zwischen zwei zu L~, 7 - ~--~, parallelen Hyperebenen verlaufen. 

Mit ~ = (a,a=+~) bzw. b = (b,b,+~) E R T M  bezeichnen wit den Fusspunkt des Lots 
von0 C R ~ auf L,~ n ( L ~ -  2K e~+,) = { ( x , a x )  E R " + 1 1 ( f l - a ) x  = 2 I f}  bzw. auf 
LZ N (L~ + 2K e,+~) = {(z, ~ x) E R T M  ] (3  - a)  x = 2K } (Abb. 3). Offensichtlich 
ist b = ~ + 2K e,,+l, also a = b und b,+l - a,+a = 2K. Zudem gilt mit 

~ + b  
-~ = (c ,c ,+, )  -" 2 (13) 

die Gleichheit (~, L,~ M L~) R = L-r- (14) 

Da zur Bestimmung yon ~ und b lediglich lineare Gleichungen aufzul6sen sind und 
~ fl E Q~,  K E Z ist, sind ~ und b rational. Es gibt deshalb ein kleinstes v0 E N,  

so dass v0~, uob E Z "+1 ist. Weil ausserdem ~ = 0 und b 3  = 0 ist, gilt wegen der 
maximalen Pefiodizits von u, v 

T ~ = = ,  T g . = . .  

Wir behaupten nun , dass ebenso 

T ~ E  = ~ ,  Tr ~ = ~  . 

Zum Nachweis benStigt man neben der obigen PeriodizitSt von u und v zus~tzlich 
die Relationen a = b = c und b=+l - a ,+l  = 2K. Man schliesst daraus 

S~ - uoc = { x E R " l u g  < v (x  + UoC) - U(X + Uoc) < (v + l ) g  } = 

= { z e R " I v K  < v(z )  - u(x)  + 2voK < (v  + 1)K } = S~_a~o �9 
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Abbildung 3: Sicht rechtwinklig auf ~ und e,+l. Die Graphen von u und v liegen 
zwischen vertikalen Translaten um k der Hyperebenen L~ bzw. LZ �9 Die Lote ff und 

stehen senkrecht auf L~ f3 L~ und es gilt / ~+g L~ Yl LZ)R = L%-~ 

Aus den erwghnten Eigenschaften lgsst sich etwa fiir x E $2~ welter folgern: 

7,, ( x )  - ~ , o ~ + ,  = v ( ~ )  - i g  - ~ o ( b . + l  - I r  = 

= v ( ~  - . o c )  - ( i  - ~ o ) g  = 7 o  ( x  - ~oC) ,  

wobei die letzte Gleichheit wegen x - UoC E S2(i-~) ~ x E S2i richtig ist. 

Fiir x E $2i-1 fiihrt man die analoge Rechnung durch und best~itigt so T,,o~ w=w.  
Aufgrund von (12) und (14) erhalten wir daraus die gewiinschte lineare Beschr~nkt- 
heit 

Genauso fiberprfift man ffir w die Periodizitgt und sup [W(x) - 7z] < ~ .  

Die durch 1~ - Si2,o U Si2~,o+1 U. . .  U S(i+1)2~0-1 C R ~ , i E Z, festgesetzten Mengen 

sind Periodizitgtsbereiche yon w und ~,, denn Wi~:a = W~+voC. Wegen 1u f]|u = 
1,2 n Tai~o und w(T2i,,o) =7_v (T2i,,o) lassen sich w und ~ folgendermassen zu w E Wto ~ ( R )  

zusammensetzen (Abb. 4): 

wlW=i -g,, ~1W2i-1 - E"  

Die Funktion w ist wieder periodisch mit T2~oew = w und Periodizit~ttsbereich fl - 
Wo u ~ q .  
Aus der Definition von w und der Periodizit~t yon w,  ~, ergibt sich schliesslich 
w ( z )  = u (x )  modK r w(z  4- roe) = v(z )  m o d K .  Hieraus erhglt man mit der 
Periodizit~it von u ,  v auf Wi 

graph(wlfl ) modZ "+1 = graph(ulWi ) U graph(vlWi ) modZ "+' �9 (15) 
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Abbildung 4: Abwechslungsweises Ane inanderNgen  der Teile yon u und  v fiber den 
Mengen 5 ' /zu w bzw. w sowie Zusammensetzen  yon w und w fiber den PeriodizitgXs- 
bereichen Wi zu w. 

5.4 Abschfitzung 

Wegen der l inearen Beschr~nkthei t  von w und  ~v mi t  7 ist auch sup Iw(x) - 7xl 
beschrgnkt. /11(7 ) ls sich deshalb durch das Variat ionsintgral  yon w fiber den 
Periodizits f~ abschs Wir  stfitzen uns dabei auf die Folgerung 3.5, 
wobei wir die Integrat ionsbereiche IBr N E] durch f~i - { x E f~ ]Ix - (x .  c)c I < ir ),  
c aus (13), ersetzen kSnnen. Offensichtlich ist fli C f~i+l und Uir  fli = f l .  
Nach der zi t ier ten Folgerung gilt n u n  

I(w, gt,) - D(w,  
M ('r ) <_ 

Der Grenzwert  ffir i ~ oo existiert  sicher, da mi t  u und  v auch w in den Richtungen 
aus R n senkrecht zu c periodisch ist. Wir  untersuchen die Terme rechter Hand 
einzehl. 
Aus (15) und  der Lipschitz-Stetigkeit  von u ,  v leitet m an  her 

I (w, • , )  -- ~(I(u,12,)  + I ( v , a , ) ) ,  fiir alle i E N .  

Sodann ls sich wegen der Periodizit~t  von u und  v auf fl schreiben 

I(v,n,) 
M(c~) -- lira , M(fl)  i.-,oo vol fll i-oo vol ~/i = l im 
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In (16) eingesetzt wird damit 

1 D(w, 
M('r) < ~( M(c,)-4- M(fl)  ) -  lira 

- ~ o o  vol fl~ 
(17) 

Der Ausdruck D(w, 12i) ls sich mit Lemma 5.2 gleichm~sig nach unten ab- 
schs 
N i s e i  die maximale Zahl von Punkten in ~-1 U4~=1 T~ M ~i mit paarweisem Ab- 
stand _> 2r. Beachte, dass T~ C fl ffir 1 _< i < 4u0 - 1. Wegen (11) ist 
Ni > (4v0 - 1)i "-1 > 3voi '~-1. 
Da nun w (ausser in der Umgebung der (n - 1)-dimensionalen Menge W~ M W~+~ ) 
stets eine der beiden Darstellungen (10) besitzt und die anfangs gew~hlten Konstan- 
ten r ,  6 jenen aus Lemma 5.2 entsprechen, gilt 

D(w, ~ )  > Ni3 >_ 3 6 uo i "-1 �9 (18) 

Als letztes betrachten wir den Term vol•i. 
Die Dichte der Schnittmengen T~ (v -- 1 , . . . ,  v0) in R" ist indirekt proportional zur 
L~nge von c. Um also die in der Ubersicht geschilderte Hs der Schnitt-Tori 
T~ = graph T~ modZ "+1 unabh~ngig von a E A n Q" und fl E B M Q" zu erreichen, 
ist die gleichm~sige Beschr~nktheit von Icl = lc(a,/3)t zu gew~hrleisten. 
In der Tat gilt: 

Es gibt co E R ,  so dass [c[ < co ffir alle c -= c(a,/3) E R" aus (13) mit a E 
A M Q " , / 3 E  B N Q " .  

Die Schranke co ist wegen dist (A, B) > 0 elementargeometrisch leicht aus der Kon- 
struktion von c = a = b E R"  zu bestimmen. 
Die Beschrgnktheit von [c(a,/3)[ l~s t  nun seinerseits eine Abschgtzung von volfl~ 
nach oben zu: 

vol,~ ~qi = 2Vo ]c[ ( ir )"- lw._l  < 2Vo co ( ir )"-aw._l ,  

wobei w,-1 das Volumen der (n-1)-dimensionalen Kugel vom Radius 1 ist. 
Mit dieser und der Absch/itzung (18) erhglt schliesslich (17) die Gestalt 

1 
M(~l) <_ 5(  M(a )  + M(fl)  ) - e ,  e ..4_ 

36 

2CO r n - I  Wn-1 

und e ist wie gewfinscht unabhhngig von a E A M Q ' , / 3  E B O Q " .  

Das ist die Behauptung von Theorem 4.1. 
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